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A labdarúgásban – több más sportághoz hason-
lóan –, ha egy mérkőzésen a rendes játékidőt követő 
hosszabbításban sem dől el, hogy melyik csapat juthat 
tovább, akkor ezt egy büntetőpárbaj segítségével hatá-
rozzák meg. Az érvényben levő szabályok szerint 
mind az első öt körben, mind az esetleg szükségessé 
váló „hirtelen halál” szakaszban az egyik, pénzfeldo-
bás révén kiválasztott csapat rúgja az első tizenegyest, 
ezáltal szignifikánsan nagyobb valószínűséggel győz, 
ami nem tekinthető igazságosnak, és sérti a hatékony-
ság elvét. A szerzők a büntetőpárbajok lebonyolítására 
szolgáló lehetséges mechanizmusokat, majd össze-
hasonlításukat mutatják be egy matematikai-
statisztikai modell segítségével, illetve empirikus ala-
pokon. Ezek közül az első rúgás jogát a hátrányban 
levő csapatnak biztosító Felzárkóztató szabály áll leg-
közelebb az azonos képességű csapatok egyenlő nye-
rési valószínűségével megfogalmazható igazságosság 
kritériumához. A mechanizmus teljesítménye tovább 
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A sportban az igazságosság egyik lehetséges értelmezése szerint az egyenlő ké-
pességű csapatoknak és játékosoknak azonos valószínűséggel kell(ene) nyerniük.  
Ez a látszólag egyszerű követelmény a gyakorlatban számos esetben nem teljesül. 
Például Krumer, Megidish és Sela [2017] elméletileg, Krumer és Lechner [2017] pedig 
empirikusan igazolják, hogy a körmérkőzéses bajnokságok eredménye nem független a 
mérkőzések sorrendjétől; míg a svájci rendszerű sakkversenyek rangsorolási szabálya 
előnyben részesíti a javuló teljesítményű csapatokat (Csató [2013], [2017]). Tanulmá-
nyunkban a labdarúgásban alkalmazott büntetőpárbajok ilyen értelemben vett igazsá-
gosságának kérdését vizsgáljuk. Az 1968-as labdarúgó-Európa-bajnokság mérkőzései 
arra indították a FIFA-t (Fédération International de Football – Nemzetközi Labdarú-
gó-szövetség), hogy az 1970-es labdarúgó-világbajnokságtól kezdve az egyenes kiesé-
ses szakasz mérkőzésein, ha a rendes játékidőben, majd a hosszabbítás után egyaránt 
döntetlen az eredmény, akkor a korábban használt pénzfeldobás helyett büntetőpárbaj 
döntsön a továbbjutásról (Anbarcı–Sun–Ünver [2018]).  
A büntetőpárbaj jelenleg érvényes szabályai értelmében először a játékvezető 
pénzfeldobással dönt arról, melyik kapura rúgják a tizenegyeseket, majd az egyik, 
újabb pénzfeldobással kiválasztott csapat eldönti, elsőként vagy másodikként végzi 
el azokat (IFAB [2018] 10. fejezet, 91–94. old.). Ezután az A és B csapat öt-öt bünte-
tőt rúg az AB AB AB AB AB  sorozatnak megfelelően. Ha az egyik csapat behozha-
tatlan előnyre tesz szert, a hátralevő büntetőrúgásokat már nem végzik el. Amennyi-
ben az öt kör alatt sem születik meg a döntés, a büntetőpárbaj hirtelen halál (sudden 
death) szakasza kezdődik, változatlanul az AB sorrendben, mely egészen addig foly-
tatódik, amíg az egyik csapat be nem rúgja, a másik csapat pedig ki nem hagyja a 
tizenegyesét. Ez az ún. ABAB szabály. 
Miután a labdarúgásban a büntetők többsége sikeres, az adott körben a második 
tizenegyest rúgó játékos többnyire nagyobb mentális terhet visel, különösen a har-
madik, negyedik tizenegyestől, amikor egy hiba a mérkőzés azonnali elvesztését 
jelentheti. Az IFAB (International Football Association Board – a FIFA Szabályalko-
tó Testülete) éppen ezért tervezi a büntetőpárbajok igazságosabbá tételét, ahogy azt a 
labdarúgás aktuális, 2018. június 1-jétől hatályos szabálykönyvében is megfogal-
mazza (IFAB [2018] Bevezetés – A jövő fejezet, 16. old.). 
Az utóbbi időben több tudományos munka foglalkozott a büntetőpárbajok külön-
böző mechanizmusaival (Anbarcı–Sun–Ünver [2015], [2018]; Brams és Ismail 
[2018]; Echenique [2017]; Palacios-Huerta [2012]), és a téma szélesebb körben is 
érdeklődésre tarthat számot (Euronews [2018], MTA SZTAKI [2018]). 
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Kiindulópontunk egy, a nagy presztízsű SIAM Review folyóiratban közelmúltban 
megjelent cikk (Brams–Ismail [2018]), ahol a szerzők egy matematikai-statisztikai 
modell segítségével megmutatják, hogy az általuk javasolt Kiegyenlítő (catch-up) 
szabály sokkal közelebb áll az igazságossághoz, mint a determinisztikus ABAB me-
chanizmus. Feltevéseiket elfogadva első lépésben belátjuk, a Kiegyenlítő szabály 
nem jobb a gyakorlatban már kipróbált ABBA rendszernél. Elemzésünkbe bevonjuk a 
Felzárkóztató (behind first, alternating order) (Anbarcı–Sun–Ünver [2015], [2018]), 
és a Palacios-Huerta [2012] javaslatának egyszerűsített formáját jelentő determinisz-
tikus ABBA|BAAB mechanizmusokat is. Végül javaslatot teszünk a Kiegyenlítő és 
Felzárkóztató szabályok egy olyan módosítására, amely tovább közelíti azokat a 
vágyott egyenlő nyerési valószínűségek felé. 
Tanulmányunk a következő felépítést követi. Az 1. fejezetben a büntetőpárbajok 
igazságosságának empirikus irodalmát tárgyaljuk, a 2. fejezet pedig a lebonyolítására 
javasolt szabályok működését vázolja. A 3. fejezetben ezeket a mechanizmusokat 
értékeljük egy egyszerű matematikai modell, illetve empirikus adatok segítségével. 
Írásunkat rövid összegzéssel zárjuk. 
1. Empirikus eredmények 
A pszichológiai nyomás alatt csökkenő teljesítmény vizsgálata a viselkedési köz-
gazdaságtan régóta kutatott területe. Ahogy láttuk, a labdarúgásban alkalmazott bün-
tetőpárbaj felfogható egy természetes kísérletként: ha az első csapat értékesíti a bün-
tetőt, a másodikra nagyobb mentális teher hárul. A kiválasztás teljesen véletlenszerű, 
hiszen érmefeldobás dönt arról, ki választhat sorrendet. A feladat profi labdarúgók 
számára nem túl bonyolult, jól gyakorolható, mechanikus folyamat, ahol szinte min-
den körülmény állandó (kapu mérete, kaputól mért távolság stb.). Az eredmény egy-
szerűen megfigyelhető, az adatok rendelkezésre állnak. Ráadásul valódi tétről van 
szó, nem pedig kétséges ösztönzőket alkalmazó laborkísérletről. 
Apesteguia és Palacios-Huerta [2010] 129 büntetőpárbaj adatait vizsgálva azt ta-
lálták, hogy a párbajt kezdő csapat az esetek 60,5 százalékában megnyeri a mérkő-
zést. Probit regresszióval kontrollálva a hazai pályára, a csapatok közötti erőviszo-
nyokra, illetve a megfelelő bajnokságra még erősebb hatást mértek. Azaz tanulmá-
nyuk alapján a második rúgóra pszichológiai nyomás nehezedik, amely rontja a telje-
sítményét.  
Kocher, Lenz és Sutter [2012] ugyanakkor nem találtak szignifikáns előnyt.  
Az 540 megfigyelésből álló adatbázisuk Apesteguia és Palacios-Huerta [2010] min-
tájának kibővítése volt. A szerzők szerint a különbséget az adatgyűjtési módszerek 
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okozták: Kocher, Lenz és Sutter [2012] az összes vizsgált labdarúgótorna minden 
büntetőpárbaját figyelembe vették 1970 és 2003 között, míg Apesteguia és Palacios-
Huerta [2010] szelektív és részben hibás adatokkal dolgoztak. 
Palacios-Huerta [2014] a minta újabb kibővítésével 1001 megfigyelésen megis-
mételve a vizsgálatot, a korábbival egyező, szignifikáns eredményt talált. Ehhez 
hasonlóan Da Silva, Mioranza és Matsushita [2018] az 1970 és 2016 közötti  
232 büntetőpárbaj vizsgálatakor 59,48 százalékos nyerési valószínűséget állapítottak 
meg az elsőként rúgó csapat számára. 
Arrondel, Duhautois és Laslier [2019] azonban ismét cáfolták Apesteguia és 
Palacios-Huerta [2010] eredményeit. Vizsgálatukat jóval frissebb, 2001 és 2018 
közötti adatokon végezték, mindössze 252 francia büntetőpárbajt vettek figyelem-
be. Ugyanakkor azt találták, hogy a sikeres tizenegyes valószínűségét szignifikáns 
mértékben negatívan befolyásolja a tét nagysága (hogyan alakul a saját csapat vég-
ső győzelmének várható valószínűsége az adott büntetőrúgás függvényében), és a 
pszichikai nyomás (a saját csapat vereségének ex ante valószínűsége). Ennek kö-
vetkeztében a későbbi körök tizenegyeseit alacsonyabb valószínűséggel értékesítik, 
kiélezett helyzetben még a tapasztalt játékosok is hajlamosabbak hibázni. 
Vandebroek, McCann és Vroom [2018] cikke részben magyarázatot ad a korábbi 
eredmények közötti ellentmondásra. Elméleti modelljükben a rúgó akkor talál be 
alacsonyabb valószínűséggel, amikor csapata éppen hátrányban van. Mivel a kezdő 
csapat kisebb valószínűséggel kerül ebbe a helyzetbe, ezért arra jutottak, hogy a 
hátrányban levőkre nehezedő nyomás magyarázhatja a kezdő csapatok empirikus 
előnyét.  
Szimulációjuk szerint mind Apesteguia és Palacios-Huerta [2010], mind Kocher, 
Lenz és Sutter [2012] túl kevés megfigyelést használtak a hatás egyértelmű kimutatá-
sához. Abból kiindulva, hogy egy tizenegyes 75 százalékos valószínűséggel sikeres, 
a pszichológiai nyomás pedig 5 százalékponttal csökkenti ezt, 10 ezer – 540 megfi-
gyelésből álló – mintát generáltak. Ezekkel az értékekkel elméletileg vissza kellett 
volna kapniuk a 60-40 százalékos győzelmi aránykülönbséget a két csapat között, 
mégis, csupán az esetek 56,5 százalékában találtak 5 százalékos szinten szignifikáns 
különbséget, ami magyarázhatja az eltérő eredményeket. 
Rudi, Olivares és Shetty [2019] az eddigi legnagyobb mintát használták, összesen 
1635 büntetőpárbaj adatait gyűjtötték össze. Ennek alapján a kezdő csapat 55 száza-
lékban nyeri meg a mérkőzést, ami 10 százalékpontos előnyt jelent a másodikként 
rúgóhoz képest: a tizenegyesek értékesítésének valószínűsége a harmadik körtől 
kezdve szignifikánsan eltér egymástól. Bár a különbség közelebb van Kocher, Lenz 
és Sutter [2012] eredményeihez, mint az Apesteguia és Palacios-Huerta [2010], 
valamint Palacios-Huerta [2014] által talált 60 százalékhoz, mindenképpen szignifi-
káns különbség, ami indokolhatja a lehetséges lebonyolítási szabályok vizsgálatát.  
A szerzők adatokra kalibrált átmenetvalószínűségeket használó, Markov-láncon 
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alapuló modellje szerint a rúgássorrend megfordítása a páros körökben már garantál-
ja az igazságosságot. 
Összefoglalva, az áttekintett cikkek alapján nem zárható ki, hogy a büntetőpárba-
jok során az elsőként rúgó csapat előnyből indul. Ezt alátámasztja, hogy a pénzfeldo-
bást nyerő csapat szinte mindig az első rúgás jogát választja (2003 júliusa előtt min-
dig a pénzfeldobás nyertese kezdte a büntetőpárbajt). Apesteguia és Palacios-Huerta 
[2010] labdarúgók és edzők között végzett felmérése szerint 95,9 százalék döntene 
így, 1,6 százalék indifferens, míg 2,5 százalék választása az adott helyzettől függ.  
A megkérdezettek jelentős többsége ezáltal szeretne nyomást helyezni a másodiknak 
rúgó csapatra. 
Ezért a következőkben az elsőként rúgó csapat által élvezett előny (bizonyos ese-
tekben hátrány) csökkentése, a nyerési valószínűségek kiegyensúlyozása a célunk, 
abból a feltételezésből kiindulva, hogy egy pénzfeldobás eredményre gyakorolt hatá-
sa aligha indokolható. 
2. A büntetőpárbajok néhány mechanizmusa 
A továbbiakban A-nak hívjuk azt a csapatot, amelyik az első körben kezdi a bün-
tetőpárbajt, és B csapatnak a másodikként rúgót. A jelenleg használt mechanizmus az 
ún. ABAB szabály, amely szerint az első körben kezdő csapat fog minden egyes kör-
ben elsőnek rúgni.  
Kutatók több lehetséges rendszert javasoltak a büntetőpárbajok lebonyolítására. 
Az egyik legkézenfekvőbb módszer a jogosulatlan előny csökkentésére az ABBA 
szabály, amikor az első két tizenegyes (AB) tükörképe a következő kettő (BA).  
Ezt már több alkalommal tesztelték: elsőként a 2017 májusában megrendezett férfi és 
női U17-es labdarúgó-Európa-bajnokságokon (UEFA [2017b]), majd a 2017. júniusi 
férfi és női U19-es labdarúgó-Európa-bajnokságokon (UEFA [2017a]). Az első  
ABBA rendszerű büntetőpárbajt 2017. május 11-én, a női U17-es labdarúgó-Európa-
bajnokság elődöntőjében Németország nyerte meg Norvégiával szemben (Thomson 
Reuters [2017]). A 2017-es angol labdarúgó-szuperkupa (FA Community Shield) 
győztese, az Arsenal szintén így diadalmaskodott a Chelsea felett. Bár az IFAB  
133. éves gyűlése 2018. november 22-én úgy határozott, kellő támogatottság hiányá-
ban – ami elsősorban a szabály komplexitásának köszönhető – a jövőben nem alkal-
mazza azt (FIFA [2018]). Ennek ellenére például a holland labdarúgókupa 2018/19-es 
idényében ezzel a mechanizmussal bonyolítják le a büntetőpárbajokat (KNVB [2018]). 
Az ABBA szabályt használják a teniszben, a 6-6-os állást követő rövidített játék (tie-
break) során, ahol ez a mechanizmus garantálja az igazságosságot (Cohen-Zada–
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Krumer–Shapir [2017], [2018]). Ehhez hasonlóan a sakkban, ahol a páros mérkőzések 
páratlan számú játszmáit világossal kezdő játékos szintén 60 százalék körüli valószínű-
séggel győz (González-Díaz–Palacios-Huerta [2016]), már a 2006-os világbajnoki 
döntőtől kezdve a 12 játszmás mérkőzés félidejében változtatnak a sorrenden, így az 
egyik sakkozó az 1., 3., 5., 8., 10. és 12. játszmákban játszik világossal.  
Az ABBA szabály továbbfejlesztett változata az ABBA|BAAB rendszer, amely 
alapján a harmadik kört B, a negyediket A, míg az ötödiket ismét A kezdi, majd ez a 
mintázat ismétlődik. Ez a Palacios-Huerta [2012] által javasolt Prouhet–Thue–
Morse-sorozat egyszerűsített változata. Az eredeti felvetés szerint az ABBA|BAAB 
sorozat fordítva, BAAB|ABBA-val folytatódna, és így tovább. Úgy véljük, az eredeti 
Prouhet–Thue–Morse-sorozat használata bonyolult lenne a mérkőzések során, és 
nem járna jelentősen kiegyenlítettebb esélyekkel, mint az ABBA|BAAB szabály.  
Az említett mechanizmusok mindegyike determinisztikus, azaz a következő rúgó 
kiléte nem függ a korábbi büntetőrúgások kimenetelétől. 
A Kiegyenlítő szabály az előző körben rúgott tizenegyesek eredményének figye-
lembevételével határozza meg a rúgás sorrendjét (Brams–Ismail [2018]). Alapeset-
ben az ABBA szabályhoz hasonlóan minden körben megcseréli a csapatokat, kivéve, 
ha az előző kör első rúgója kihagyta, a második viszont értékesítette büntetőjét, azaz 
az elsőnek rúgó csapat nem volt képes kihasználni előnyös helyzetét. 
Illusztrációként vegyük azt az esetet, amikor az A csapat két büntetőt értékesít, a 
másodikat és a negyediket, míg a B csapat szintén kettőt rúg be, az elsőt és a másodi-
kat. Az első büntető B csapatnak sikeres (0-1), ezért a második kört A kezdi, ahol 
mindkét csapat értékesíti a tizenegyesét (az állás 1-2). Így a harmadik kört B kezdi, 
itt mindketten kihagyják (1-2). Tehát A kezdi a negyedik kört, rúgója értékesíti,  
a B csapat játékosa ellenben kihagyja büntetőjét (2-2). Mivel az előző körben kihagy-
ta, a Kiegyenlítő szabály értelmében az ötödik körben B az első rúgó, de mindkét 
csapat elhibázza a büntetőt (2-2). A büntetőpárbaj a hirtelen halál szakasszal folyta-
tódik, ahol a Kiegyenlítő mechanizmus szerint A az első rúgó. Tehát a sorrend 
AB AB BA AB BA  (hirtelen halál) AB BA AB   
A Felzárkóztató szabály értelmében mindig a hátrányban levő csapat kezdi a kö-
vetkező kört, döntetlen állás esetén pedig az, aki az előző körben másodiknak rúgott 
(Anbarcı–Sun–Ünver [2015], [2018]). A korábbi példánál maradva, mivel az első 
körben csak B értékesíti a büntetőjét, a második kört A kezdi. A második körben 
mindkét csapat berúgja (az állás 1-2), ezért a harmadik kört, a Kiegyenlítő szabállyal 
ellentétben, ismét A kezdi. Itt mindkét játékos hibázik (1-2), ezért a negyedik kört  
A kezdi. Ebben a körben A berúgja, B kihagyja (2-2), tehát a következő kört B kezdi. 
Az ötödik körben mindkét csapat elhibázza tizenegyesét (2-2), így a büntetőpárbaj a 
hirtelen halál szakasszal folytatódik, amelyet a Felzárkóztató szabály értelmében  
A kezd. 
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Mind a Kiegyenlítő, mind a Felzárkóztató szabály módosítható azzal, hogy a hir-
telen halál szakaszt minden esetben az első büntetőt másodikként rúgó, tehát  
a B csapat kezdi (feltéve, hogy a büntetőpárbaj eljut idáig). A kezdő csapat előnyé-
nek ezen kompenzálása célszerű lépésnek bizonyulhat az igazságosság felé vezető 
úton: az így kapott Változó kiegyenlítő (adjusted catch-up) szabály a Kiegyenlítőnél 
igazságosabb mechanizmus (Csató [2019]). A hasonló módon definiált Változó fel-
zárkóztató (adjusted behind first, alternating order) szabály vizsgálatára elsőként 
jelen tanulmányban kerül sor. 
A különböző szabályok szerinti büntetőpárbajokat az 1. táblázatban foglaljuk ösz-
sze, ahol  a sikeres, míg  a sikertelen tizenegyeseket jelöli. Látható, hogy az első, 
rögzített hosszúságú (öt körből álló) szakaszban történtektől függetlenül, a Változó 
kiegyenlítő és a Változó felzárkóztató szabály alapján is a B csapat kezdi a hirtelen 
halál szakaszt.  
1. táblázat 
Példa a különböző büntetőpárbajokra 
Rúgás 




A B A B A B A B A B A B A B 
csapat 
1.       
2.       
3.       
4.        
5.       
6.        
7.        
8.        
9.        
10.       
11.       
12.        
13.        
14.       
Megjegyzés.  a sikeres, míg  a sikertelen tizenegyeseket jelöli. 2 2   AB BA ABBA BAAB= . 
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3. A szabályok összehasonlítása 
A következőkben a különböző módszerek igazságosságát fogjuk értékelni.  
Az empirikus kutatások alapján elfogadható feltételezés, hogy azonos képességű 
játékosok esetén egy tizenegyes sikeressége csupán attól függ, hogy adott körben 
elsőként vagy másodikként rúgják (Apesteguia–Palacios-Huerta [2010]). Ekkor az 
igazságosság biztosításához a két csapatnak azonos valószínűséggel kell(ene) nyernie 
a büntetőpárbajt. Az első rúgó ezért a magasabb p, míg a második az alacsonyabb  
q valószínűséggel talál be, ami garantálja az első büntetőt rúgó csapat előnyét. 
Ugyanezt a modellt használja Brams és Ismail [2018]. 
3.1. Nyerési valószínűségek a hirtelen halál szakaszban 
Ha a büntetőpárbaj első szakasza döntetlennel zárul, a tizenegyesek a hirtelen ha-
lállal folytatódnak. Ebben a részben addig játszanak, amíg egyik csapat értékesíti,  
a másik kihagyja a büntetőjét. Tegyük fel, hogy az A csapat kezdi a hirtelen halál 
szakaszt. ( )W A  legyen annak valószínűsége, hogy az A csapat megnyeri ezt, ameny-
nyiben a mérkőzés eljut eddig. A (Változó) Kiegyenlítő, a (Változó) Felzárkóztató és 
az ABBA szabályok megegyeznek ebben a szakaszban, az első körben AB a sorrend,  
a következőben (ha van ilyen) BA, majd visszatér az AB. Brams és Ismail [2018] 
levezetése alapján 
( ) 1 –
2 – – 2
q pqW A
p q pq
+= + . 
Az empirikus eredményekhez közel álló 3 4p=  és 2 3q=  valószínűségek 
mellett ( ) 10 19 0,526W A = » . 
Az ABBA BAAB  szabályt tekintve négy esetet lehet megkülönböztetni, attól füg-
gően, hány előre meghatározott körből áll a büntetőpárbaj. 
– A rögzített hosszúságú szakasz 4k  körig tart: a hirtelen halált  
A kezdi, majd kétszer B, kétszer A… Jelölje  S A  annak valószínűsé-
gét, hogy az A csapat megnyeri a hirtelen halál szakaszt, ami nyilván  
p és q függvénye. 
Annak valószínűsége, hogy A az első körben nyer: ( )1 –p q .  
Ha mindkét csapat berúgja, vagy kihagyja az első körben, a hirtelen 
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halál szakasz a második körrel folytatódik, ennek valószínűsége 
( )( )1 – 1 –pq p q+ . A második körben B kezd, tehát annak valószínű-
sége, hogy A a második körben nyer:       1 – 1 – 1 –pq p q p q   . 
A következő körben BA a sorrend, majd a negyedik körben AB, azaz 
éppen fordítottja az első két körnek. Az ötödik körtől pedig ismétlődik 
az eredeti sorrend. Így annak valószínűsége, hogy a büntetőpárbaj eljut 
a harmadik körig, majd A csapat megnyeri a mérkőzést: 
       2  1 – 1 – 1 –pq p q S A   . 
Az  S A  valószínűséget ezek után egyszerűen megkaphatjuk  
a következő rekurzióból: 
( ) ( ) ( )( ) ( )
( )( ) ( )( ) 2
1 – 1 – 1 – 1 –  
 1 – 1 – 1 –  .
S A p q pq p q p q
pq p q S A
é ù= + + +ê úë û
é ù+ +ê úë û
 
Ebből: 
( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2
2
1 – 1 – – 2 1 – 1 – – 2
1 1 – – 2
p q p q pq p q p q pq
S A
p q pq
+ + + +=
+ +
, 
3 4p=  és  2 3q   mellett ( ) 99 193 0,513S A = » . 
– A rögzített hosszúságú szakasz 4 1k +  körig tart: a hirtelen ha-
lált B kezdi kétszer, majd kétszer A, kétszer B… 
Jelölje  T A  annak valószínűségét, hogy az A csapat megnyeri  
a hirtelen halál szakaszt: 
( ) ( ) ( )( ) ( )( )
2
2
1 – 1 – – 2 1 – 1 – – 2
1 1 – – 2
p q p q pq p q p q pq
T A
p q pq
+ + + +=
+ +
, 
3 4p=  és 2 3q=  mellett ( ) 87 193 0,451T A = » . 
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– A rögzített hosszúságú szakasz 4 2k +  körig tart: a hirtelen 
halált B kezdi, majd kétszer A, kétszer B… 
Mivel ez az első eset fordítottja, ezért annak valószínűsége, hogy  
A győz: ( )1 – S A . 
– A rögzített hosszúságú szakasz 4 3k +  körig tart: a hirtelen 
halált A kezdi kétszer, majd kétszer B, kétszer A… 
Ez pedig a második eset, csak A és B sorrendje felcserélve, így an-
nak valószínűsége, hogy az A csapat nyeri meg a hirtelen halált: ( )1 – T A . 
3.2. Illusztráció: kétkörös büntetőpárbajok 
Apesteguia és Palacios-Huerta [2010] empirikus eredményei alapján Brams és 
Ismail [2018] a 3 4p=  és 2 3q=  értékeket használták számításaikhoz, ezért jelen 
tanulmányban is ennél a választásnál maradunk. 
Illusztrációként tekintsük azt a példát, amikor a büntetőpárbaj csupán két körből 
áll, ezt a hirtelen halál szakasz követi. Két kör esetén a Kiegyenlítő és a Felzárkózta-
tó szabály megegyezik, hiszen a második körben az előző kör eredménye és az előző 
körök alapján kialakult állás ugyanaz. 
Brams és Ismail [2018] alapján a Kiegyenlítő (Felzárkóztató) szabályt használva, 
3 4p=  és 2 3q=  mellett annak a valószínűsége, hogy két kör után: 
– az A csapat nyer: ( )2 41 144 0,285X A = » ;1 
– a B csapat győz: ( )2 39 144 0,270X B = » ; 
– az eredmény döntetlen: ( )2 64 144 0,444X T = » . 
 
A Kiegyenlítő (és a kétkörös eset miatt a Felzárkóztató) szabály alapján a hirtelen 
halál szakasz első körében A csapat kezd 58 144 0,403»  valószínűséggel. 
Annak valószínűsége pedig, hogy a harmadik kört a B csapat kezdi, 
6 144 0,042» . Következésképp annak valószínűsége, hogy az A csapat győz: 
( ) ( )2 2 58 10 6 9 1413  0,516
144 19 144 19 2736
Y A X A= + ´ + ´ = » . 
  
1 Brams és Ismail ([2018] 188. old.) számítása kerekítési hibát tartalmaz. A 2-es felső index azt jelzi, hogy 
a valószínűség a kétkörös büntetőpárbajra vonatkozik. 
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Ugyanakkor a Változó kiegyenlítő (Felzárkóztató) szabály értelmében a hirtelen 
halál szakaszt garantáltan a B csapat kezdi, tehát annak valószínűsége, hogy az A lesz 
a győztes: 
( ) ( )2 2 64 9 1355 0,495
144 19 2736
Y A X A= + ´ = » .  
Mivel az ABBA  szabályt Brams és Ismail [2018] nem vizsgálták, ezért a nyerési 
valószínűségek számítását a továbbiakban részletesen bemutatjuk. 
Két kör alatt háromféleképpen győzhet az A csapat: 
I. 2-0: Az A csapat mindkét büntetőjét értékesíti, míg a B mind-
kettőt elhibázza. Az első körben A berúgja, B kihagyja ( )1p q-  való-
színűséggel. A második kört B csapat kezdi, de nem sikerül értékesíteni 
a büntetőt, míg a másodiknak rúgó A csapat sikeres, ennek valószínűsé-
ge ( )1 p q- . A két esemény együttes valószínűsége: ( )( )1  1p q p q- - . 
II. 2-1: A mindkettőt berúgja, míg B csak az egyiket. Ez az állás 
két különböző módon jöhet létre: 
– B az első körben rúgja be. Az első körben mindkét csapat ér-
tékesíti a büntetőjét, ennek valószínűsége: pq . A második kört  
B kezdi, de kihagyja, majd A berúgja ( )1  p q-  valószínűséggel.  
A két kör együttes valószínűsége: ( )1  pq p q- . 
– B a második körben rúgja be. Az első körben A berúgja, B ki-
hagyja ( )1p q-  valószínűséggel. A második körben B kezd, és 
mindkét csapat értékesíti a büntetőt pq  valószínűséggel. A két kör 
együttes valószínűsége: ( )1  p q pq- . 
 
Annak valószínűsége, hogy a végeredmény 2-1: 
( ) ( )1  1pq p q p q pq- + -  . 
III. 1-0: A egyet berúg, míg B mindkettőt kihagyja. Ebben az 
esetben is két különböző forgatókönyv képzelhető el: 
– A az első büntetőjét értékesíti. Az első körben A berúgja,  
B kihagyja ( )1  p q-  valószínűséggel. A második körben mindkét 
csapat kihagyja ( )( )1  1  p q- -  valószínűséggel. Az együttes való-
színűség: ( )( )( )1  1  1  p q p q- - - . 
– A a második körben rúgja be. Az első körben mindkét csapat 
kihagyja ( )( )1 1p q- -  valószínűséggel. A második körben első-
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nek rúgó B kihagyja, A berúgja, ( )1 p q-  valószínűséggel. Vagyis 
a két kör együttes valószínűsége: ( )( )( )1  1  1  p q p q- - - . 
 
Tehát az 1-0 végeredmény ( )( )( )1 1 1p q p q- - - +  
( )( )( )1 1 1p q p q- - -+  valószínűséggel következik be. 
 
A   3 / 4p=  és   2 / 3q=  feltevést használva: 
– az A csapat győzelmének valószínűsége 
( )2 41 /144 0,285X A = » ; 
– a B csapat nyer ( )2 41 /144  0,285X B = »  valószínűséggel; 
– a döntetlen valószínűsége ( )2 62 /144 0,431X T = » . 
 
Nem meglepő, hogy az ABBA  szabály két (sőt, tetszőleges páros számú) kör alatt 
egyenlő esélyeket biztosít mindkét csapatnak. 
Az ABBA  mechanizmus alkalmazásakor a hirtelen halál szakaszt (a harmadik 
kört) az A csapat kezdi, tehát annak valószínűsége, hogy A megnyeri a mérkőzést: 
( ) ( )2 2 62 10 1399  0,511
144 19 2736
Y A X A= + ´ = » . 
Az |ABBA BAAB  szabály az első két kör során megegyezik az ABBA -val, tehát 
az egyes csapatok nyerési valószínűsége is ugyanakkora. A hirtelen halál szakaszt 
azonban a B csapat kezdi, és a 3.1. alfejezetben kiszámoltak alapján annak valószí-
nűsége, hogy az A nyeri meg: ( )1 S A- . Tehát annak valószínűsége, hogy a mérkő-
zés A győzelmével zárul: 
( ) ( )2 2 62 94 13741  0,494
144 193 27792
Y A X A= + ´ = » . 
Összefoglalva, bár az eredeti ABAB  szabályhoz képest mindegyik módszer igaz-
ságosabb eredményre vezet, a kétkörös példa alapján a Változó kiegyenlítő (felzár-
kóztató) módszer egyenlíti ki leginkább az esélyeket. Míg a Kiegyenlítő (Felzárkóz-
tató) ( )100  0,516 / 0,484 1   6,8´ - =  százalékos, az ABBA  4,64 százalékos előnyt, az 
|ABBA BAAB  mechanizmus pedig 2,3 százalékos hátrányt ad a büntetőpárbajt kezdő 
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csapatnak, addig a Változó kiegyenlítő (Felzárkóztató) szabály alapján a kezdő csa-
pat csupán 1,92 százalékos hátrányban van. 
2. táblázat 
Az A csapat győzelmi valószínűsége (   3 / 4p=  és  2 / 3q= ) 
 Kör ABBA   2 2|AB BA   Kiegyenlítő Változó  kiegyenlítő Felzárkóztató 
Változó  
felzárkóztató 
Első 0,526 0,513 0,526 0,526 0,526 0,526 
Második 0,511 0,494 0,516 0,495 0,516 0,495 
Harmadik 0,519 0,489 0,518 0,515 0,516 0,512 
Negyedik 0,508 0,504 0,513 0,501 0,512 0,500 
Ötödik 0,515 0,509 0,514 0,509 0,512 0,506 
Hatodik 0,507 0,497 0,512 0,504 0,510 0,501 
Hetedik 0,513 0,492 0,512 0,507 0,510 0,503 
Nyolcadik 0,506 0,503 0,511 0,504 0,508 0,501 
Megjegyzés. 2 2  AB BA ABBA BAAB= . 
3.3. Melyik a leginkább igazságos mechanizmus? 
A továbbiakban több körre is megnézzük a különböző módszerek teljesítményét.  
A számítás az előző alfejezetben leírtakhoz hasonlóan végezhető, azonban a képletek 
egyre bonyolultabbá válnak, ezért csak a numerikus eredményeket közöljük.  
A 2. táblázatban láthatók az első tizenegyest rúgó A csapat nyerési valószínűségei a 
különböző szabályokkal, legfeljebb nyolckörös, hirtelen halál szakasszal záruló bün-
tetőpárbaj esetén, ha 3 / 4p=  és 2 3q= . Ezeket a valószínűségeket használva a 
jelenleg használatos ABAB  szabály esetén nagyjából visszakapnánk a kezdő csapat-
nak azt az előnyét, amelyet az empirikus kutatások is találtak (Brams–Ismail [2018]). 
A 2. táblázatban látható értékek alapján megfigyelhető egy páros-páratlan hatás. 
Ha a büntetőpárbaj páros számú előre meghatározott körből áll, akkor a két csapat 
esélyei mindegyik módszer esetén kiegyenlítettebbek. Érdekes eredmény, hogy a 
viszonylag egyszerű ABBA  szabály páros számú kör mellett jobbnak bizonyul  
a Kiegyenlítő és a Felzárkóztató szabálynál. Amennyiben csak egyetlen körös a bün-
tetőpárbaj, akkor az |ABBA BAAB  módszer bizonyult a legigazságosabbnak, azon-
ban ez a kiegyenlített hirtelen halál szakasznak köszönhető. Ha több előre meghatá-
rozott kör van, akkor a legjobb módszernek a Változó felzárkóztató szabály bizo-
nyul. A jelenleg használt ötkörös rendszerben a Változó felzárkóztató szabály mind-
össze 2,43 százalékos előnyt ad a kezdő csapatnak. 
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Az eddigiekben feltettük, hogy 3 / 4p=  és 2 / 3q= . Az 1. ábra a Vandebroek, 
McCann és Vroom [2018] nyomán elvégzett érzékenységvizsgálat eredményét mu-
tatja: amennyiben az első rúgó rögzített – jelen esetben 75 százalékos – valószínű-
séggel értékesíti büntetőjét, a második rúgó hátránya, azaz p q-  függvényében 
ábrázolható az A csapat nyerési valószínűsége (a grafikon robusztus p választására 
nézve). A vizsgált mechanizmusok közül az ABBA  és a Kiegyenlítő szabályok  
a legkevésbé igazságosak, míg az |ABBA BAAB  és a Változó kiegyenlítő szabályok 
ismét hasonlóan szerepelnek. A Felzárkóztató ugyan ezeknél rosszabb, de a legki-
sebb előnyt az ennek módosításával kapott Változó felzárkóztató mechanizmus jut-
tatja a kezdő csapatnak. Matematikai érdekesség, hogy az utóbbi szabály igazságta-
lansága nem monoton, mert a másodikként rúgó csapat nagymértékű (a gyakorlatban 
kevéssé valószínű) hátránya a hirtelen halál szakaszon keresztül jobban kompenzál-
ható, mint egy közepes, 12-13 százalékpont körüli különbség. Sőt, 25 százalékpont-
nál nagyobb eltérés esetén már a kezdő csapat kerülne rosszabb helyzetbe. 
1. ábra. Az A csapat győzelmi valószínűsége 







0,000 0,025 0,050 0,075 0,100 0,125 0,150 0,175 0,200
p és q különbsége
ABBA ABBA|BAAB Kiegyenlítő
Változó kiegyenlítő Felzárkóztató Változó felzárkóztató
szabály  
3.4. A szabályok empirikus összehasonlítása 
Az előzőkben egy olyan matematikai modellt vizsgáltunk, ahol a sikeres büntető-
rúgás valószínűsége kizárólag attól függött, az adott csapat játékosa első vagy máso-
dik rúgó-e. Apesteguia és Palacios-Huerta [2010] ökonometriai vizsgálatokkal iga-
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zolja, hogy egyetlen másik változó sem tekinthető szignifikánsnak. Ugyanakkor  
a tizenegyesek értékesítésének esélye különbözik az egyes körökben, ahogy  
azt a 3. táblázat mutatja. 
 3. táblázat 
A sikeres büntetőrúgás empirikus valószínűsége az egyes körökben 
 Kör Első rúgó Második rúgó 
Első 0,79 0,72 
Második 0,82 0,77 
Harmadik 0,77 0,64 
Negyedik 0,74 0,68 
Ötödik 0,74 0,67 
Forrás: Apesteguia és Palacios-Huerta ([2010] 2558. old.). 
2. ábra. Az A csapat empirikus győzelmi valószínűsége 






(2/3; 3/5) (3/4; 2/3) (3/4; 3/5)
Sikeres büntetőrúgás valószínűsége a hirtelen halál szakaszban (p; q)
ABBA ABBA|BAAB Kiegyenlítő
Változó kiegyenlítő Felzárkóztató Változó felzárkóztató
szabály  
 
A hirtelen halál szakaszban érvényes valószínűségekről – a kis mintaelemszám 
miatt – véleményünk szerint nem áll rendelkezésre megbízható adat, ezért ott a ko-
rábban alkalmazott feltevésünkkel élünk, azaz az első rúgó p, míg a második q való-
színűséggel értékesíti tizenegyesét. Az így számolt „empirikus” nyerési valószínűsé-
gekről a 2. ábra tájékoztat. Ismét az ABBA  szabály teljesít leggyengébben az igazsá-
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gosság szempontjából. A Felzárkóztató mechanizmus jobb a Kiegyenlítőnél, és 
mindkét rendszer teljesítményén javít, ha a hirtelen halál szakaszt biztosan az első 
büntetőt másodikként rúgó B csapat kezdi. Közeli p és q értékek esetén az 
|ABBA BAAB  determinisztikus szabály áll legközelebb az igazságossághoz, a kü-
lönbség növekedésével azonban ez a mechanizmus egyre inkább hátrányos a bünte-
tőpárbajt kezdő A csapat számára. 
3.5. További megfontolások 
A büntetőpárbajok hirtelen halál szakasza a labdarúgó-mérkőzések egyik legiz-
galmasabb, leginkább kiélezett része. Ennek várható hossza a tizenegyesek rögzített 
p és q értékesítési valószínűsége mellett független a rúgási sorrendtől, azaz Brams és 





= + - . 





(2/3; 3/5) (3/4; 2/3) (3/4; 3/5) Empirikus
Sikeres büntetőrúgás valószínűsége (p; q)
ABBA ABBA|BAAB (Változó) kiegyenlítő (Változó) felzárkóztató
szabály  
 
A hirtelen halál elérésének valószínűsége a 3. ábrán látható. Ez az ABBA  és 
|ABBA BAAB  szabályoknál azonos, amennyiben a p és q valószínűségek nem vál-
toznak az egyes körökben. Mivel a Változó kiegyenlítő és felzárkóztató mechaniz-
musok azonosak a Kiegyenlítővel és a Felzárkóztatóval a rögzített hosszúságú sza-
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kaszban, a hirtelen halál elérésének valószínűségét nem befolyásolja az általunk 
javasolt módosítás. Ezek alapján a Kiegyenlítő szabály alkalmazása némileg, a Fel-
zárkóztatóé pedig jelentősebb mértékben izgalmasabbá tehetné a büntetőpárbajokat. 
A tárgyalt szabályokkal kapcsolatban felmerülő újabb kérdés lehet azok csalás-
biztossága: előfordulhat-e, hogy egy tizenegyes szándékos kihagyásával valamelyik 
csapat összességében jobban jár? A determinisztikus mechanizmusokat biztosan nem 
lehet ilyen módon manipulálni, hiszen a büntetőrúgások sorrendje nem befolyásolha-
tó. A Felzárkóztató szabály esetén egy csapatnak hátrányba kell kerülnie a következő 
kör(ök)ben első rúgó pozíciójának megszerzéséhez, ami nem lehet optimális straté-
gia. Végül a Kiegyenlítő módszer akkor teljesíti a csalásbiztosság feltételét, ha 
( ) 1 2p q- £  teljesül (Brams–Ismail [2018]), ami a gyakorlatban szinte biztosan 
fennáll. A Változó kiegyenlítő és felzárkóztató szabályok nem manipulálhatók, 
amennyiben eredeti változatuk sem az. 
4. Összefoglalás 
Az igazságosság és a méltányosság fogalma, a közgazdaságtan számos területé-
hez hasonlóan, a sportban is felmerülhet a szabályokkal szemben megfogalmazott 
követelményként.  
Jelen munkában az igazságosság egy lehetséges értelmezéséből indultunk ki, mi-
szerint azonos képességű csapatoknak ugyanolyan valószínűséggel kell megnyerniük 
a mérkőzést. A labdarúgásban a hosszabbítást követő esetleges büntetőpárbaj rúgási 
sorrendjét meghatározó szabály a döntéshozók által elfogadottan megsérti ezt a köve-
telményt. Ezért hat alternatív mechanizmust hasonlítottunk össze egy matematikai 
modell segítségével, illetve empirikus alapokon. Közülük kettőt, melyek a második 
tizenegyest rúgó csapatot részesítik előnyben a hirtelen halál szakaszban, elsőként mi 
javasoltunk. 
Számításaink szerint a Változó felzárkóztató szabály tűnik az igazságosság ezen 
fogalmához legközelebb állónak. Ezzel szemben a Kiegyenlítő módszert aligha cél-
szerű alkalmazni, hiszen egyrészt nem sokkal jobb az egyszerűbb ABBA  mechaniz-
musnál, másrészt egy egyszerű módosítással javítható a teljesítménye (Változó ki-
egyenlítő). A bemutatott empirikus eredmények alapján ugyan nem lehetünk bizto-
sak abban, hogy a büntetőpárbajt kezdő csapat valóban szignifikáns előnyt élvez, az 
általunk tárgyalt valamely szabály használata azonban biztosan nem káros, hiszen 
részben képes kompenzálni az esetleges problémát, és talán a büntetőpárbajok jelen-
tette izgalmakat is tovább növelné. 
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Summary 
In soccer, if a match remains undecided after the extra time, a penalty shootout decides which 
team advances to the next round. During this stage, a team chosen by a coin toss kicks the first 
penalty in each round, which leads to a significant advantage that is unfair and may harm efficien-
cy. The authors present some alternative mechanisms for penalty shootouts and compare them by  
a mathematical model. The rule called “behind first, alternating order” which gives the first penalty 
to the team behind by scores, turns out to be the closest to the principle of equal treatment of 
equals. This design can be further improved through a modification suggested in the study. 
